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48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh 3

Ubersicht und Inhalt:

Zur Integration von Wurzeln der Form Va? - x? sowie Vx?+a? (a > 0) helfen Substitutionen weiter:

1. a?-x%> mit x=a-sin(u) =\/a2—32 sin?(u) =a\/1—sin2(u) =a-cos(u)
2. x? +a2 mit x= a-sinh(u) = \/a2 -sinhz(u)+a2 = a~\/sinh2(u)+1 =a-cosh(u)

3. x?—a’ mit x = a-cosh(u) = \/a2 ~cosh2(u)—a2 = a~\/cosh2(u)—1 =a-sinh{u)

AuRerdem kann man Radikanden wie ax? +bx +¢ durch quadratische Erganzung auf einendicser

Formen bringen. Es gibt noch andere Substitutionsvarianten fir diese Wurzeln, auf d’e i¢h nicht
eingehe. AulRerdem wird immer nur die positive Losung betrachtet. Gemaf \/X72 * x| Vist dann auch
J1-sin?(x) = |cos(x)| und \sinh?(x)+1 = |cosh(x)| . Den Betrag lasse ich lier wveg.

Ich zeige also meistens nur die formalen Umformungen bei diesen Integialen:

1. Substitution mit Sinus:

11 [V1-xPdx Seite 4 1.2, V- x2dx Seite 5
2 .2 i .2
13| Y& =X 4x  Seite 6 (| 4-X ix Seite 7
x2 X
1.5 j 2x — x2dx Seite 8 1.6 j 4x — x%dx Seite 8
17 sz. 4-x%dx Seite 9
2. Substitution mit sinh oder cosh
2.1 j\/x2 +4 dx Seite 11 2.2 j\/x2 — 4 dx Seite 13
2.3 J'\/x2 +4x dx Cajte 14 2.4 j dx Seite 15
\/x2 -1
25 dx Seite 15 26 jL dx Seite 16
X2 +1 (x-2)(x—4)
dx dx
2.7 — N Seite 16 2.8 _ Seite 17
LX) (x+95) J\/x2+8x+1
2.9 J‘d—x Seite 18 210 | T x Seite 19
\/x2—4x+8 x2+a23
2
2.11 I% dx Seite 20 212 | X 2‘3 dx Seite 21
V2x2-18 X
[2 2 2
2.13 ju dx  Seite 22 214 | T4 ox Seite 23
X X
3. Geometrische Anwendungen auf Kreis, Ellipse und Hyperbel Seite 24
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48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh

1. Substitution mit Sinus

Hintergrund: Integrale der Form _[\/1 — x2dx passen zu dieser Rechnung: w/1—sin2(x) = cos(X) .

Daher ist es naheliegend, die Substitution x = sin(u) vorzunehmen.

Beispiel 1.1 J 1-x2dx ‘x =sin(u) = dx= cos(u)du‘

J'x/1— x2dx = J'\/1—sin2 u-cos(u)-du = J'cosz(u) du

Einschub 1: Berechnung dieses Folgeintegrals mit partieller Integration:

Icosz(x)dx:sin(x)-cos(x +X— .[cos (x) dx |+'fcosz(x)dx

(x)

J'cosz(x) dx = sin(x)-cos x).j (1- cos?
)
(

2. _[cos x) dx = sin(x)-cos(x) +x

Zwischenergebnis: jcosz( ) dx = -[sifi{x)-cos(x) +X]

Jcosz(x) dx = Icos(x) - cos(x) dx Die Formel fiir die partielle Integratiori=dtet:
, , _ u'=cos(x) = u=sinx) _
J'u -v-dx=[u-v]—J'v u-dx mit S L ergibt:
v=cos(x) = ,V:-sin(x)
Icosz(x)dx=8|n (x)-cos(x .jsm x) dx Anwenden: sin’&ys 1*'cos” x

Anwendung fur unser Integral:
I\M x2dx = .[cos 1-sin? G.du® Jcosz(u)du :%~[sin(u)-cos(u)+u}+0

Riicksubstitution: x = sin(u) = _ u =aucsin(x)

I\H —x%dx = 3 [sin(arc\,i. \4%)) - cos(arcsin(u)) + arcsin(x)] +C

WISSEN: Fiir x el-1;1] gilt sin(arcsin(x)) =X Siehe Text 47301 Seite 5

unc cos(arcsin(x)) = 1-x? Siehe Text 47311 Seite 4

Damit folgt div, gesuchte Stammfunktion:

J\r1_A;dX =%~[x-\/1—x2 +arcsin(x)}+C

Friedrich Buckel
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48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh 5

Beispiel 1.2 j 4 - x?dx muss man zuerst auf die Form I\/1 —u?du bringen:
[Va-xPdx=[,/4 / dx—2j 1——dx—2_H g
Substitution: S=sin(u) = dx= 2-cos(u)du

J'\/4 x2dx = .. —2J‘2 cos(u)v1-sin udu—4jcos (u)du

Nach dem Einschub in Beispiel 1 ist: _[cosz(u) du [sm G Q(u\+u}

f 4-x°dx =.. —4J'cos u) du = 2-[sin(u)-cos(u)+u]

J. 4-x°dx=...=2. [sin(arcsin(%)) . cos(sin (arcsin(%))) +sin (qr(,\‘i"}(%))}

f
Umformungen:  sin(arcsin(x)) = x |

Riicksubstitution: %X = sin(u) = us= arcsin(%)

und cos(arcsin(x))zx/‘f\_2 ’

j 4—x2dx=2~[§-1[1—§+%}=x-1[1—x—42 L XS x1[4’TX2+x—x+—\/4 x?

Ergebnis: j\/4—x2dx:x+§\/4— 2 +C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh

[ ’32(1— ;ZJ H_ LZ
Beispiel 1.3 [ 32;"2 dx = | 2( ) dx:a-j#dx: (fir a>0)
X X X

Substitution: ézsin(u) = dx=a-cos(u)du
2_ 2 cos(u)+/1-sin? (u cos? (u
ja—zxdx= .—aj (2) 5 () —I—(d —_[cot2 du—
X a“ -sin“ (u) sin (u)
2 cos’u  1-sin®u 1 2_
Trigonometrische Umformung: cot“u = 5= =" —1="esc(u)-1
sin“u sin“u sin“u
Va? - x? 2 2 2 )
Ix—zdx:...:fcot (u)du=J‘(csc (u)—1)du:jcsc (uydu-u
; [
(
Wegen Cot,(x)z(cos(x)j —sin (x)2 cos” (X) ;—z—cscz(x)
sin(x) sin“(x) sin“(x)
ist J'cscz(x)dx = —cot(x) ein Grundintegral
2 _ 2 oder b .
ja—zxdx=...=—cot(u)—~u = =_cc.)s(u)=__\/17 _b'“ 4
X sin(u) sifiu
Riicksubstitution: gzsin( D= :arcsin(g)
[2 2 /1_7 e
J‘L arcsm A a —arcsm(l)+C
2

Bringt man a als 2° unteidie Wurzel, folgt das

[2 2 [2_ .2
Ergebnis: J' a ;X—dx=— a-x
X

—arcsin(g) +C

Friedrich Buckel
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[ 2
Beispiel 1.4 [ 4;"

dx Dieses Integral ,schafft* man ohne diese Substitution!

2

1. Substitution: Uu=v4-x2 = ul=4-x? = 2u.du=-2x-dx

Ergibt dx:—Edu und x%=4-u°.
X

P g gt o R [t 4 Yy

w2 +4 4-uP

2. Substitution: zZ=

% & u=2-z = du=2.dz

‘”"ot
j 4-x° dx:...:u+.[ 24 u+j—du u+j—du— IZdZ
x T
2 -3 3
Partialbruchzerlegung: 5 = 2 -2  deni
7z -1 z+1 z-
2 A B

22_1_z+1+z—1 | (z+%z-1) < 2=A(z-1)+B(z+1)

Firz=1: 2=2B = S*1. Fiurz=-1: 2=-2-A = A=-1

_[ 4-x =.=u- —d z+ —dz Uin|z+1+Injz-1 = u+|n|Z 1
X z+1 -1 |z+1
Logarithmusregel: —Ina+Inb=Inb-Ilna= In%
Riicksubstitution 2: I"_—;J
/ 2 u-2 ~
J‘&dx: _u+In‘2 l—u+|n 2 =u+|nM
X A4 u+2 |u+2|
|z | 2
Riicksubsiitution1:  |u=4-x?

2

\/_
\/7x+2

.
Ergebnis: (V=X
X

dx:\/4—x2 +In|—

Hinweis: E'n dhnliches Integral stehtin 2.14

Friedrich Buckel
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48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh 8

Beispiel 1.5 j 2x — x2dx

Methode:  Man kann durch quadratische Erganzung und geeigneter Substitution auf den

Integranten 1—u? kommen und damit wie zuvor rechnen.

2x - x2 =—(x2 —2x)=—(x2—2x )=1—(x2 x4 1) =1— (x — 1)
.f\/2x—x2 dx=.H‘I—(x—‘I)2dx

Substitution: ‘sin(u) =x-1 = x=sin(u)+1 = dx= cos(u)-o?!
j\/2x—x2 dx = j\/1—(x—1)2dx = j\/1—sin2(u) -cos(u)du = .[cosz(u) du

Nach dem EINSCHUB 1 von Seite 3 ist [cos? (x) dx = 1-[ sip{X}"cos(x) + x]

I\/ZX X2 dx =.. —Icos (u)d w

2

Riicksubstitution: ‘u = arcsin(x — 1)‘

—1)-y1=(x=1)? Faucsin(x -
j\/2x X2 dx = ... = S \/123T(+“:(X 1)m'_‘b”(x L
£

—_— . —_— 2 i —
J- o — 2 dx — :(x 1)-V2x —x“ +arcsin(x —1) o
2
Beispiel 1.6 j'x/4x—x2dx Quadratischie Erganzung:

4x - x? =—(x2—4x)=—(x2—2x|ﬂ|):4—(x2—2x+4)=4—(x—2)2

j\/4x x2dx = j\/4 (x— 2 ds —]V { }dx Z'H (x=2) 2) dx

x—2
2

- S W
[ 4x - x%dx =.. :2“1 @dx=2j\/1—sin2(u)-2cos(u)du=4-jcosz(u)du

Nack*dem EINSCHUB 1 von Seite 3 ist jcosz (x) dx =%-[sin(x)~cos(x)+ x}

_[\/4x—x7u':' .=4. .[cos u)ydu=2- [sm cos(u)+uJ:2~[sin(u)-\l1—sin2(u +u}

Substitution. |sin(u)= = x=2sin(u)+2 = dx=2cos(u)-du

Riicksubstitution: u= arcsin"T‘2
c [ 2 2 xX-2 (X—2)2 X-2
X —x dx:...:2~[sin(u)~ 1-sin (u)+u}:2~ 5 1- 2 +2-arcsin +C
5 4-(x-2) x—2
Ix/4x—x dx=..=(x-2)- T+2«arcsinT+C
I\/4X xdx—% - \/4x—x2+2~arcsinx_2+C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh 9

Beispiel 1.7 [ x? A4 - x%dx SCHWER
Trickumformung durch Addition einer Nullsumme:

Ixz-ﬂdx=‘[(x2)-de:j((x2—4)\/m+4. 4—x2)dx
Ix2~ 4—x2dx=...:.|.4'\/mdx+.[(x2—4) 4 x2dx

sz- 4—x2dx:...:j4- 4—x2dx—f(4—x2) 4 - x2dx

_[x2~ 4—x2dx=...=4-J.\/4—x2dx—J.\/4—x23dx

R S
1. Teilintegral: R = [V4—x2dx = [ /4(1—§)dx=2j 1-(%)dx

Trigonometrische Substitution: % =sin(u) 4= du=2cos(u)-du

R=..= 2J‘\/1—sin2(u) -2cos(u) du = 4~jcosz(u) du

Umformung siehe 1.1 jcosz (u) du —-'—71~[sin(u)-cos(u)+u}

R =...=2sin(u)-cos(u)+2u

Riicksubstitution: L%: si) = u= arsin(%)

R=..= 23in(arsin(§)) : cos(arsin(%)) +2:a sin(%)

Umrechnungen: sin(:rsin(%)) =3

cm(\ursin(%)): 1—’% Beweis:
Aus vy =arcsin(v) folgt v =sin(y)

Also: cos(y)=+V1- v o= y= arccos(\M —v? )

Daher folgt:  arsin(v) = arccosv1— v2

und cos(arsin(g))=cos[arccos(,/1’fD= 1—’2—2

Zwischer.argebnis: R =x,/1 —’2—2 +2- arsin(%)

2. Teilintegrul:

3 upst.
s 4-x23dx:j f4~(1—’2—2)3dx:8j1/1—(§)2 dx it18~j\/1—sin2(u)3.2ocos(u)du

3:16jcos4(u)du
C

Partielle Integration liefert

jcos“(u) du = Lsin(u)-cos®(u)+2-sin(u)-cos(u) +

4 8 u

oo|w

Beweis nachste Seite.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh 10

. . I S .. |a'=cos(u) = a=sin(u)
Beweis: ja-bdu_a b ja b'du mit {b:cos3(u) = b':3-cosz(u)-(—sin(u))}

C= jcos“(u) du = sin(u)-cos®(u) + 3-jcosz(u)-sin2(u) du
[ cos*(u) du = sin(u) - cos® (u) + 3.jcos2(u)-(1 —cosz(u)) du
jcos“(u)du :sin(u)-cos3(u)+3.jcos2(u)du-3.jcos4(u)du | +3-jcos4(u,.:u
4jcos4(u) du = sin(u)-cos3(u)+3-jcosz(u) du
Ersetzen:  [cos®(u) du =-[sin(u)-cos(u)+u]
4[cos*(u) du = sin(u)-cos®(u)+3 [ sin(u)- cos (u) +u]

C= J'cos4(u) du = %sin(u)-cos‘o’(u)+%-sin(u)-cos(u)+

oo|w

u

—16Icos (u)ydu=16- ( sm(u)-cos?’(u)+%sin(u)~cos(u) ‘-{"l
Cc

S=4. sin(u)-cos3(u) +6-sin(u)-cos(u)+6u

Riicksubstitution: \i: sifey, = u= arsin(%)

S=4-sin (arsin(%)) .cos® (arsin(%)) +6- sin(ar:u.\%)) ~cos(arsin (%)) +6- arsin(%)

3
2 2 Qs
S =2x\1-%- +3~x,/1—XT+6-arc;n\§)
Zuruck in die Ausgangsformel: J 4-x%dx=...=4. IV4 x2dx — j\/4 x2 dx

3 1— <2

“q

N
Nx

jx2~ 4 x2dx - 4-{)\\’/‘_—§+2-arsm %} |:2X,,1—— +3. x,/1——+6 arcsm %}

j 4 - x2dx " 4x,[1—7+8 arsm() 2x,l1——3—3 1—%—6~arcsin(§)
Ixz-\,/-l—ﬁdx:x1/1—’§1—2—2x(1—"7)1[1——+2 arcsm(%)
Jx°--ﬁ?dx=[x-2x(1—§)}/1—§+2-arcsin(§)

Ix2~ 4—x2dx=[§—x}l1—§+2~arcsin(%)

jx2~ 4 x2dx = TZXJ““X +2. arcsm(%) X3_2X~ 4-x* +2~arcsin(%)

2 2

Ergebnis: Ixz- 4 - x2dx :( +2-arcsin(%)+C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



48070 Waurzelfunktionen (3) mit Substitution durch sin oder sinh 11

2. Substitution mit sinh oder cosh

Hintergrund: qtegrale der Form J'\/x2 +1dx passen zu: \/sinhz(x)+1 =coshx. \

Daher ist es naheliegend, die Substitution x = sinh(u) vorzunehmen.

Integrale der Form I\/XZ —1dx passen zu: \/coshz(x)—1 =sinhx.

\ Daher ist es naheliegend, die Substitution x = cosh(u) vorzunehmen

/

Beispiel 2.1: j\/xz +4 dx muss zuerst auf die Form .f\/uz +1du gebracht werilen:
[Vx?+4dx =] /(§+1)~4 dx =2 X +1dx
Substitution: §=sinh(u) = dx=2. cosh(u)du‘

[Vx®+4dx=..= 2~_Hsinh2(u)+’| +2-cosh(u) du =4 [ cosh? (¥, du
e

1. Lésungsweg: Umrechnungsformel verwenden: cogni2x )= 2-cosh2(x)—1

2003[12(

| X2 +4dx=...= 2. (cosh(2u)+1) du = 2[ cosi(Ze,du + 2u

x) = cosh(2x) +1

Grundintegral: jcosh(u)du = a:h(u) = jcosh(2u)du = %sinh(Zu)

J' X2 +4dx=...= ZIcosh(Zu) du+2u= 2~§sinh(2u)+2u

Riicksubstitutior: !3 =sinh(u) = u=ar sinh(%)

[Vx? +4 dx =... = sinh(2uje 2u = sinh(z.arsinh( ))+2.arsinh(g)

N X<

Umrechrzings formel:  |sinh(2- arsinh(%)) = %-\/x2 +4| Beweis siehe unten.

I X2 +4 dx=...=;.‘nh(2-arsinh(%))+2-arsinh(%)=§~\/x2+4+2~arsinh(%)
Ergebnis: J' x? + 4 dx:g-\/x2+4+2-arsinh(§)+C

Einschub: E=sweis der Formel: sinh(2-arsinh(§)) :§ X2 +4 |

Zunaciist ist sinh(2u) = 2-sinh(u)-cosh(u). mit u :arsinh(%) folgt:
sirn(2u)=2- sinh(ar sinh(%))-cosh(arsinh(%))

Da arsinh die Umkehrfunktion von sinh ist, gilt: sinh(arsinh(%)) =

Wegen coshu = \/sinhz(u)+1 folgt aulRerdem:
cosh(arsinh(%)) = \/sinhz (arsinh(g))m = ,/(%)2 +1= JXTQ+ = %\/x2 +4
sinh(2u) = 2% 1Vx% + 4 =X \x? + 4

2 2

N X

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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12

2. Lésungswegq: Hilfsintegral I6sen: A= jcoshz (x) dx =3 -[sinh(x)-cosh(x)+x]

Einschub 2: Berechnung dieses Integrals mit partieller Integration:

u'=cosh(x) = u=sinh(x)

Iu'-v-dx:[u-v]—_[v‘-u-dx mit {v:cosh(x) = v'=sinh(x)

_fcosz(x)dx=sm -cos( jsm x) dx Anwenden: sinh®x = cosh’ x —1
[cosh® (x) dx = sinh(x)- cosh(x) - J'(cosh2 (x)—1)dx

jcoshz(x)dx:sinh( )-cosh(x _[cos X)dx+x | +_[cosh2(x)dx

2. Icoshz (x) dx = sinh(x)-cosh(x)+x

Zwischenergebnis: Jcosh2 (x)dx = % [ sinh(x)-cosh(x)wx |

Icoshz(x) dx = .[cosh(x) - cosh(x) dx Die Formel fiir die partielle Integration lautet:

} ergibt:

j\/x +4dx=..=4. .[coshz u) du = 2-[ sinh(u)- cosh(u) s

Riicksubstitution:  [%=sinh(u) = u=-arsan(3)|
j X2 +4dx=...= 2-[sinh(arsinh(%))~cosh(ars‘n|."'§5))+arsinh(%)}
I x? +4 dx = ... = sinh(2u) + 2u = sinh(2 - af\Sin: (l))+2~arsinh(i)
= e = = ' [ \2 2

Jetzt Fortsetzung wie auf deiS=ite zuvor:

|
Umrechnungsformet |"~inh(2~arsinh(%))=%- X% +4
§)=§-\/x2+4 +2-arsinh(§)
Ergebnis: _f\/ Pgx =% VX% +4+2. arsmh(%) C

J' X2 +4dx=..= sinh(2~arsinh(§—))+2-arsinh(

Friedrich Buckel
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48070

j\/xz —4 dx muss zuerst auf die Form j\/uz —1du gebracht werden:
[Vx® -4 dx=] /(%-1).4 dx =2 }% —1dx

X =cosh(u) = dx=2-sinh(u)du

Substitution: 5

[V -4 dx=..= 2~'Hcosh2(u)—’| +2-sinh(u) du = 4- [ sinh®(u) du
B

cosh(2x) = 2-sinh?(x) +1

Beispiel 2.2:

1. Lésungsweg: Umrechnungsformel verwenden:

25sinh?(x) = cosh(2x) -1

j X2 +4dx=..= 2-j(cosh(2u)—1) du = 2_[005h(2u) du-2u

fcosh(u)du =sinh(u) = J.cosh(2u) ‘:: %sinh(Zu)

Grundintegral:
| X2 +4dx=..= 2[cosh(2u) du—2u = 2. Lsinh(2u) - 2u

=cosh(u) = u=arfo sn(g)

N|x

Riicksubstitution:

I\/XZ +4 dx =...=sinh(2u) + 2u = sinh(

sinh(2- arco:r.\'él)) =X.\x? —4| Beweis siehe unten.

(**)

N

-arcosh(%))+ 2.a ﬁosh(%)

Umrechnungsformel: 5
.f X2 -4 dx=..= sinh(2oarsinh(%))+2~ar:f\sh(§‘) :§«Vx2 -4 +2«arcosh(%)
Ergebnis: _[\/xz—4 dx =3 X2 54 2-arcosh(§)+C

Einschub: Beweis der Formel:
Zunachstist sinh(2u) = 2-sinh) -cdsh(u). mit u= arcosh(%) folgt:

sinh(2u) =2- sinh(ar cosh%}) . cosh(ar cosh(%))

N[ x

Da arcosh die Um'<el rfunktion von cosh ist, gilt: cosh(ar cosh(%)) =

n '=\/cosh2(u)—1 folgt aulRerdem:

Wegen s
.einh\arcosh(%)) = \/coshz (arcosh(g))—1 = 1/(%)2 -1= \/%2_1 = %\/x2 -4
sinh(2u) £2 %.%ng.«/)@ 4

B= J'sinh2 (x) dx = % [ sinh(x)-cosh(x) - x]

2. Losungswelg: Hilfsintegral:
Beweis analog zu dem auf Seite 7.
|Vx? —4 dx=...=4-[sinh?(u) du =41 [sinh(u)-cosh(u)—u] = 2-[sinh(u)-cosh(u)-u]
Umrechnungsformel: sinh(2-arcosh(§)) = % X2 -4

—Xx.\x2_4 +2~arcosh(§) wie (**)

j\/xz —4dx=..= sinh(2~arsinh(%))+2-arcosh(%) >

j\/x2 -4 dx:g-\/x2 -4 +2-arcosh(§)+C

Ergebnis:

www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.3: J‘\/x2 +4x dx muss zuerst auf die Form j\/uz —1du gebracht werden:

Quadratische Erganzung mit dem Ziel u®— 1:
2 2 (x+2)° 2\?
X +4x+=(x +4x+4)—4:(x+2) -4=4. [ 2 —1j:4((%) -1

%2=cosh(u) = X+2=2-cosh(u) = x=2=2~cosh(u)—j

Substitution:
= dx=2-sinh(u)du

IVXZ +4x dx :j /4(cosh2(u)—1) -2-sinh(u)-du = 4Jsinh2(u) du
B

Aus Beispiel 2.2: szsinhz(x)d =1 [sinh(x)-cosh(x)—y]J

J\/x +4x dx =.. —4IS|nh2(u ydu=2 (smh( )-cosh(u) - )

Riicksubstitution: X2 —cosh(u) = U =ercteh(X52)

I X2 +4x dx =...= 2sinh(u)-cosh(u)-2u = 23inh(arccos( )\ cosh(arccos( )) 2arccos(x+2)

2 2 2

Umrechnungen: sinh(arcc (X 2—)) \/coshz (arccos(%z)) -1

/X+;\2 _ x+2) 1_\/(x+2) 4 _1.[2 +4x
)):Lﬂ
2

I\/xz +4x dx=...= 2-% /(x2 J-4xf~ YJ:—'-—Z'arccos("—J'z)

2

CQSn lo. CCOS(

I\)
I\.)

Ergebnis: J‘\/Z Adx = 2 (x2 +4x) - 2arccos(XT+2) +C

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.4: | dx
2
X< -1
Substitution: x =cosh(u) = dx =sinh(u)du
J- dx 2_[ sinh(u)-du Jsmh(u) du —I1du _u
VX2 —1 \/coshz(u)— sinh(u)
Riicksubstitution: |x =cosh(u) = u= arcosh(x)‘
Ergebnis: I =arcosh(x)+C
VX —
Hinweise:
1. Dies ist sogar ein Grundintegral, weil gilt: arcosh'(x) = - )
Sy |
2. Es gibt diese Formel: arcosh(x)=1In X+ VX2 —1’ , «waher gilt auch:
J dx =In|x +vVx2 -1|+C
[.2
x< =1
Beispiel 2.5: [ dx
2
X< +1
Substitution: x =sinh(u) — Cdx= cosh(u)du
J- :J- cosh(u)-du :J-cosh(u)nu :Jﬂ1 du=u
N \/sinhz(u)—1 coshiu)
Riicksubstitution: IE =—o|nh(u) = u= arsinh(x)‘
. dx N
Ergebnis: =arsinix)+C
X2 +1
Hinweise:
1. Dies st sogar ein Grundintegral, weil gilt: arsinh'(x) = 21
X< +1

2. £S5 gibt diese Formel: arsinh(x) = In(x +VX2 + 1), daher gilt auch:

'[\/i (x+m)+C

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.6: j# dx Der Radikand muss zuerst auf die Form
X—-2)(x-4)

J"\/u2 —1du gebracht werden, und zwar mit dieser Umformung:

J(x=2)(x-4) =\/x2—6x+8 :\/x2—6x [+9-9|+8 :\/(x2—6x+9)—1 :\/(x—3)2 -1
dx B dx
Ix/(><—2)(><—4)d _I,/(x—3)2—1

Substitution: x-3=cosh(u) = dx=sinh(u)du
I dx dx :j dx :I sinh(u) du :J-s!nh(u) u :j1 du <4
Jx=2)x=4) 7 J(x-32 -1 " eosh?(w)-1  °Sinh(u)
Riicksubstitution: ‘x -3 =cosh(u) = u=arcosh(x- 3_)‘
Ergebnis: J dx =arcosh(x-3)+C
,/ X — 2 (x—4)
Umformung: Wegen arcosh(v)=In|v + V2 1| (i > 1 gilt auch:
Jd—xdx=ln X —3+vx% 46x 3 8‘+C
(x—2)(x-4)
Beispiel 2.7: Id—x Der Radikand muss zuerst auf die Form
(x+1)(x+5)

J.'\/u2 —1du gebracht werden, und zwar nic<ieser Umformung:

JX+1)(x+5) :\/x2+6x+5 :\/x2 {6x [+9-9]+5 :\/(x2+6x+9)—4 :\/(x+3)2—4

) \/4.[@_1} :2.\/@ : riso: I\/(x+$)x(x+5) :%.I\/(X;);ZJ

Substitutioit: %3 —cosh(u) = dx=2-sinh(u)du
dx 1 dx 1 2-sinh(u) sinh(u)
= = du=|1du=u
'[,/(x+‘|)(x+5) “ J. (%3)2 1 I lcosh2(u) - 1 J.smh(u -[
Ricksubstitution: X—j’ =cosh(u) = u= arcosh%

Ergehnis: Id—x = arccos X23 +C
(x+1)(x+5)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.8: S S Der Radikand muss zuerst auf die Form

J‘\/xz +8x +1

Form gebracht werden: Ju? -1 durch diese Umformung:

Vx2 +8x +1 :\/x2+8x [+16 —16]+1 =\/(x2+8x+16)—15 =\/(x+4)2 -15

15. [<x+4 ]\/_ (x+4)2

Substitution: %4 =cosh(u) = dx=+/15- sinh(u)d;.
15 N
_[ dx _[ dx =J~ V15 - sinh(u) du :J-s!nh(u)du Ltu=u
Vx2 + 8x+1 5. (X+4)2 1 V15 -\Jcosh?(u) -1 sinh(u) )
" L X4 _ _ Nid
Riicksubstitution: N cosh(u) = u=arceash \/15}

dx

I\/xz +8x+1

Hinweis: Es gibt diese Formel: arcosh(v)=1In

Ergebnis: = arcosh(x+4) C

V¢ \A/" —1‘ , daher gilt auch:

dx x+4 [MT _ x+4 A +8x+16 n|xx4 X2+8x+1
jrwx In\/ﬁ xd 1+C=1In \/ “1|+C= JGJ“/ Bxill i C
r
—In|x2 4 1 X2 4 8x +1 +C=In|x+4+—IA_+8X+1|+C=Inx+4+\/x2+8x+1—In\/E+C
Jis T PR

Fasst man —Inv15 + C zu einér «euen Konstanten K zusammen, dann lautet das alternative

x+4+\/x2+8x+’|

Ergebnis: dx= =In
x? 4,81

+K

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.9: & Der Radikand muss zuerst auf die Form

J‘\/xz -4x+8

Form gebracht werden: Ju? +1 durch diese Umformung:

\/x2—4x+8: X% — 4x +8: X2 —4x+4)+4 = x—22+4
(x-2)

= /4(%+1J:2-\/@

Substitution: %2 =sinh(u) = dx=2-cosh(u)du
J- dx :J- dx _ 2-cosh(u) du - J-c:osh(u)du _ J-1 ul
Vx2 +8x +1 2_\/(%—1)2 11 2-\sinh2(u)+1 cosh(u)
Riicksubstitution: X2 _sinh(u) = u=arsinh X—J
Ergebnis: Id—x =ar sinh(XT‘Z) +C
x? —4x+8

Hinweis: Es gibt diese Formel: arsinh(v)zln(v-kx/v‘ '1-1), daher gilt auch:
2 N T I Y
jLﬂn(%—h [%2] +1]+C=|n(><—;‘+\/'~%j+0=|n(><7-2+%\/x2—4x+8)+c
[.2
X —-4x+8
[,2
:In[x_2+ X —4X+8J+C:In

X—2vXx =x+8|-In2+C

2

Fasst man —In2 + C zu einer neueinKenstanten K zusammen, dann lautet das alternative

Ergebnis: =In|x —2+/x?% —4x + 8| +K

J‘ dx
Vx% —¥x+8

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.10: j; dx mit a>0
2 23

X~ +a

Der Radikand muss zuerst auf die Form J'\/u2 +1du gebracht werden, und zwar mit dieser

Umformung: Vx? +a® = faz ((ﬁ)z +1j = a.4/(§)2 +1
dx

1 1
dx =
v :

3 2
a (g) +1
Substitution: X =sinh(u) = dx =a-cosh(u)du

I ! 5 dx = L 5 a-cosh(u)-du= —2-coshgu) -d :—1? f——12 -du

X2 + 32 23 sinh2(u)+1 a” -cosh”(u) a’ “'cosh“(u)

[ cwr;"Tx ~ sinh? (x
Einschub 3: tanh(x):m tanh'(x) = . )2 ( ): 12
cosh(x) cosh” (x) cosh? x
. 1 O
Grundintegral daher: j—zdx =tinhx)+C
cosh“(x)
J';de;..:izj';zdu:i?tal h(u,
X2 + 32 a“ ” cosh“(u) a
sinh(u) sinh(u)
Umrechnungsformel: tanhifu) = =
cosh(u) | /sinh2(u)+1
I 1 . dx m:tanl';(u) » 4 3innh(u)

W2 432 a a2 .y/sinh?(u)+1

Riicksubstitution: X—sinh(u) = u=arsinh(X)

1 sinh(u) sinh(arsinh(g))

— _

2, .2

x° +a a?-\[sinh?(u)+1 A ~\/Sinh2(arsinh(§))+1

Umleanfunktion:

arsinh ist die Umkehrfunktion von sinh: sinh(arsinh( )) =

x)) = x
a
( ; q sinh(arsinh(g)) é « y
— o~ —dx=..= _ _
) \/I,_'Z—-l‘ a_23 a? -\/sinh2 (arsinh(g))ﬂ a2 \/(g)z 1 a’ ~\/% a2+/x2 1 a2
. 1 - X
Ergebnis: j - +a23 dx = NI L C

Friedrich Buckel
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Beispiel 2.11: j% dx

2x°% -18
Der Radikand muss zuerst auf die Form J'\/u2 —1du gebracht werden, und zwar mit dieser

Umformung: V2x2 -18 = /18«(%—1):3\/5. (%)2_
J‘ dx
V2218 3¢- /

Substitution: §=cosh(u) = dx=3-sinh(u)du
dx 3 dx : 3-sinh(u) 3-siniituy 3
j 2x2-183_I N % 3_Isw_ cosh?() 1 I54*E'~°"T~?(“_) .
/ |3 Y
dx 3-sinh(u)
/ NS j54ﬁ.sinh3(u) 18J§Jsinh2(u)
cosh(x) —:frThz(x)—coshz(x) 1
Einschub 3: coth(x)=———=" = tanhi{x)% 5 = >
sinh(x) sinh?(x) sinh? x
1 .
Grundintegral daher: j L 2= coth(x)+C
sinh“/x)
4
I dx _ o1 1 -coth(u) = ‘cosh(u) 1 cosh(u)

= du=——
[ 18 18J§Isinh2(u) T6v2 18\/_ sinh(u) 182 cosh?(u)_1

Riicksubstitution: [%

=cosh(u) = u=ar cosh(%)

'3
j dx _ 1 W cosh(u) 1 cos(arcosh(%))
2x2—183 182 ["“Shz(u) 1182 \/coshz arcosh(%)) 1
Umrechnringen. cosh(arccos(%)) = %
J' dx = % %

o e 18«/7 ()_1 18[ e 18\/7\/——9 1842 /—X_

Muitipliziert man noch V2 mit Vx? -9 folgt das

J- dx X

2 15 18V2x2 18

Frg.bnis:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.12: j >
Der Radikand muss zuerst auf die Form .[\/uz —1du gebracht werden, und zwar mit dieser

Umformung: Jx2 -3 = /3.(%4) -3

2 V3 (i) -1
P e ]
X X
Substitution: =cosh(u) = dx=\/§-sinh(u)du

G

[ 2 X —1 [
X< — . 3 \/_ cosh? (u)— \/7 3 sinh(u) d

3
——d
'[ x? 3 coshz(u
Vx? -3 sinh2(
j 2 dx:m:jcoshz(u) du= jtan (u)du

h2 n 2
Einschub: tanh'(x) = c0s ?(x, $ .nz(x) =1-tanh?(x)
cosh® (x) cosh? (x

Also ist J'(1—tanh2(u)|\*u £ tanh(u)
d. h. u —jtanh: ‘u)au = tanh(u) Itanhz(u)du =u-—tanh(u)
_[ X -3 dx = —_[tanz(u)du—u—tanh e arcosh(i)—tanh arcosh(i) +C
2 T - ! 5 7
. o [ B
denn Riicksubstitution: 155 = =cosh(u) = u= arcosh(ﬁ)
i X 2 x| |-
. . . smh(arcosh(ﬁ)) \/COSh (arcosh(ﬁ)j 1
Umformung: 4 mh'karcosh 5= = -
. X
: cosh(arcosh(\/g)) J3
x* 1 X2 3 2
tanh(arcosh(%)) 3X x“-3

[L2 2
X 3dx:arcosh(L— X 3+C

h DN
Ergehni I 3 J§) «
Es gibt diese Formel: v+ V2 —1‘ , daher gilt auch:

X
/2_ 2 2
I xX % \/j‘ zln%x+\{/x§ 3%_\/XX 3+C

x+\/x2—3‘— X2_3+K

X

arcosh(v)=In

Hin) seis:

3+C:In

= nx+Vx2—3‘—Inf—

mit K =-InJ/3+C

www.mathe-cd.de
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Beispiel 2.13: dx mita>0.

Ry

Dieses Integral ahnelt der Nummer 2.12. Doch wird es vdllig anders gelést.

1. Substitution: u=\/x2—a2 = u?=x?-a° = 2u-du=2x-dx
u
dx=—du und x2=u2+a2. |
X
2 2 2
Vx4 -a u-u u
j—dx= —2du=_[ 3 2du
X X uc+a
. u? u? +|a? —a?| u?+a? a2 . a®
Trick-Umformung: 75 = 3 S 5 W
uc+a uc+a u“+a° u“zxa uc +a

(Geht auch mit Partialbruchzerlegung:;

2 2 2 2 2
jx—adx:...:j[1— 2a Zjdu:u—j%du:u—j-ﬁa‘-—du:u—j+du
X uc+a uc+a 9-“:§+1) (%) 1
2. Substitution: zZ= % < u=a-z = aw=a-dz
2 .2
Ix—adx=...:u—j ; du:u—j 5 d;_:q—a-arctan(z)=u—a-arctan(ﬁ)
X (g) +1 z +1 a
a
Riicksubstitution 1: u= \/x2 - f__|
2 2 [,2 .2
J‘u dx=...= u—a~arctan<§\»- Jx? —a? —a~arctan[uJ+C
X ’ a
2 W2 2 .2
Ergebnis: I X R dx = x2—az—a~arctan[x—aJ+C
X a

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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\/x2+4

Beispiel 2.14: I dx analog zu 2.13:
X
1. Substitution: u=vx?+4 = u?=x?>+4 = 2u-du=2x-dx

Ergibt dx="du und x2=u?-4.
X

Imd j Yau=[Y 2d A md _j[u2_4 U;L_Jduzj[ﬂ_

X
2. Substitution: z=% & u=2-z = du=2.dz
Sub)t
[2
_[ X +4dx:...:u+_" 24 du= u+I—du—u+I—du- W szz
X u? -4 4-(4-1) (E) 1 1
2 | "
Partialbruchzerlegung: =—2 42  dopn;
7221 z+1 z-1
2 A B

= (z+0 - _
2 137 | (z+0(zW1) < 2=A(z-1)+B(z+1)

Firz=1: 2=2B = @R:1. Firz=-1: 2=-2.A = A=-1

VX2 + 4 |Z 1|

I cmu-[—dz+ —dz— =Nz ++Injz-=u+In—:
X z+1 |z+1
Logarithmusregel: —lna+Inw :Inb—Ina:In%
Riicksubstitution 2 |z::~|
2 u_ 1 u-2 _
.[ . +4d = —u+In‘— . u+|n‘ 2 ‘:u+| |u 2|
X |4l 1) ‘M‘ |u+2|
2
Ricksubsitutiin_: u=vx+4
X2 + 4 |U—2| f 2,4-2
dx =..4=u+ln =Vx% +4 +In2 "%
'[ X |u+2| \/x2+4+2
X2 +4 2 X244 -2
Erg:bais: dx =vx* +4 +Inf|—/———|+C
'[ X \/x2+4+2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3. Anwendung bei der Flachenberechnung

Beispiel 3.1 Berechne den Flacheninhalt der Ellipse, die //
durch die Gleichung /

2 2
X_2+y_2:1 definiert ist. \
a b

Losung:
2 2 2 2 2 w2
Ersatzfunktionen: X—2+y—2:1 = y_2 :1—X—2 & y?=b?. 1—X—2 also  yq, 7 Jn//.—x—z
ac b b a a ' v a
Das Pluszeichen gehort zu der Funktion, welche die oberen Halbellipse darstellt.
Berechnen des oberen rechten ,Ellipsenviertels®:
a
1A= _x
TA=D j 1- Xdx
0
Substition: sin(u) :é = X=a-sin(u) =mdx=‘a-cos(u)-du
Umrechnung der Grenzen: u ¢ arc,;in(é)
X9=0 = Uu=0, xp =a\=*u, =arcsin(1)=7
X,=a u,=n/2 /2
%A =b I 4[1—§dx =b I \11—sin2(u -a:cosy)du =ab- I cosz(u) du
x,=0 u,=0 0
Einschub von Seite 3: .[005 (x) dx =2-[sin(x)-cos(x)+x]
. /2 . .
A =...=2[sin(u)-cos(u)+u |g = azﬁ(sm(%)-cos(%)+§)—%b[sm(0)~cos(0)+ 0]=Znab
—_ e
-0 0

Ergebnis: AEIIipse =7n@ab

Friedrich Buckel
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Beispiel 3.2 Berechnung eines Hyperbelsektors: &
A

am Beispiel der Einheitshyperbel: x? — y2 =1
An der Stelle x =t liegen zwei Hyperbelpunkte: ypg = +t? -1,
also A(t | Jt? —‘I) und B(t | —t? —‘Ij.

C, %

Durch A geht eine Ursprungsgerade mit der Steigung g

mpy = X

Ay NP1 o y_\/t2—1
AX t A t
Jt2 -1

Durch B geht die Ursprungsgerade g,: y = n

X

Die Gerade g4 und g, begrenzen zusammen mit der Hyperbel einen

sogenannten Hyperbelsektor. Zeige: Sein Flacheninhalt betragt F = ar cosh(t}

Hinweis: Daher der Namen AREA-Funktion (area = Flache).

Inhalt des Dreiecks OCA: Fi=5-t t2 -1

1
2

Inhalt der Flache zwischen der Hyperbel, der x-Achse und dex Gi:rz.den x = t:

t
Fp = I\/Xz —1dx | Substitution: x =cosh(u) = &y =sinh(u)-du

Berechnung nur der Stammfunktion:

F(u)= I\/W -sinh(u)-du) = J.Sinhz/;)'du

Nebenrechnung (S&ita\11): J‘smh2 (x) dx =1 sinh(x)-cosh(x)—x]

2
F(u)=...==-[sinh(u)-cosh(u)~u]
Riicksubst._.‘ltiT.n: x =cosh(u) = u=arcosh(x)
F(x)=..= % [sinh(arcos'w(x}) ,cosh(arcosh(x)) +arcosh(x)]
Unirechiaungen: cosh(arcos(x)) = x

Iiinh(arcosh(x)) = \/coshz (arcosh(x))-1= NI

F(x)=..=4 [ X —1+arcosh(x)}

= t
Fy = j\x —1dx— [x-\/xz—1+arcosh(x)}

1

Y :; /kt- t2—1+arcosh(t)]—%(1-0+arcosh(1)) Wegen arcosh(1)=0:

- %t\/t2 -1 +%~arcosh(t)

Inhalt des Hyperbelsekors: F=2.(F -F,)

F= 2[1t\/t2 1+ -arcosh(t)-F, =

Erg: F =arcosh(t)

-ar cosh(t)} = arcosh(t)

Friedrich Buckel
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Beispiel 3.3

Berechnung der Bogenlange und Flache eines Kreissektors

Das Thema ist hier ,Bogenlange” eines Graphen. Dazu gibt es den Text 48130. Von Seite 14

bis 19 werden dort Langen von Kreisbdgen berechnet. Dabei tritt ,natirlich® die Funktion arcsin

auf. Ich sage ,natirlich®, weil der ,Vorname* dieser Funktion, namlich arcus bereits auf die

Verwendung bei der Bogenlange hinweist.

Hier jedoch auch ein Beispiel zur Bogenlange am Einheitskreis:

Dieser hat die Gleichung x? + y2 =1.

Der obere Halbkreis ist

daher Schaubild der Ersatzfunktion f(x)=y = v1-x?

Gesuch ist der Kreisbogen von x =0 bis x =t.

t
Formel fiir die Bogenlange: Db(t) = J\h +f'(x)2dx
0

Ableitung:

1

f'(x) =

X
—<>—
—X

b(t) = H1+f 2dx = j

1-x

dx J'J

Nun kann man auf zwei Arten weiterrechnen:

(1)  Wenn man weil} dass dies ein Grundintegreiiat

dx
=

1-x

b(t) = [arcsin(x)]g = arcsin(t) —arcsinfQ) = arcsin(t)

Ergebnis:

b(t) = arcsin(t)

"
| o

Il
[ Y ——

= arcsin(x) + C, folgt:

(2) Dieses Ergebnis erhalt malhauch, wenn man dieses Grundintegral nicht kennt.

Man muss dann eine triaor ometrische Substitution vornehmen:

Riicksu!: stitution:

’x=sin(t) = dx =cos(t)-dt]

de

cos(t)

dt_j

i J\/1 sin?

cos(t)
cos(

tdt j1dt_t

-

=arcsin(x)+C

Dain geht es weiter wie in (1).

‘x =sin(t) = t= arcsin(x)‘ liefert genau dieses Grundintegral:

Friedrich Buckel
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Formel fiir den Flacheninhalt:
F=F -Fa

Flache zwischen dem Bogen und der x-Achse von 0 bis t:

t
F = j 1-x2dx Trigonometrische Substitution: |x =sin(u) = dx=cos(u)- du‘
0

¢ t
F - J‘m.cos(u)dx =[cos?(u) du
0 0

Auf Seite 3 wurde mit partieller Integration gezeigt: J.cos2 (u)du= % : [sin(u) -cos(u) - u:

Riicksubstitution: ‘x =sin(u) = u= arn:’.\m
_[cosz (u)du= % - [sin(arcsin(x)) -cos (arcsin(x)) +arcsin( 4 |

Umrechnungen: sin(arcsin(3) = |

cos(arcsin(x)) :\/1—sin2(arcsin(V)) —N1-x2

J‘cos2 (u)du=3- [x A1=x2 + arcsin(x)w

_1 1sfq 12 .1 :
Fi=2 FtV1-t +2arcsm(t)

t
~[x-\/1—x2 +arcsin(x)} :%(t 1-1? +arcsmg~)J—%~O =

0

Flache des Dreiecks unter dem Bogen:

Fa=1-tf(t)=1t-V1-t

Zusammenfassen: F =F, —Fasd “arosin(t)

N

Ergebnis: F =] -arcsin(t)

Hinweis: Man erker/at de~.Zusammenhang zwischen Bogenlange und Sektoreninhalit:

F:%-b wenn' = 1 ist.

Man kannals Aufgabe das Beispiel 3.3 mit beliebigem Radius r nachrechnen.

D2an erhalt man: F :%~b~r
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